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Resumen: Se investiga, mediante modelos matematicos, los procesos de transporte de masa en una
solucién de muchos componentes. La solucién se encuentra ubicada en una cdmara limitada por dos
barreras semipermeables, proximal y distal. A través de esas barreras se impone un flujo constante
de solvente que arrastra los solutos hacia la barrera distal y produce contra flujos difusivos. Se
define una regién de extraccion adyacente a la barrera distal y se establecen una desigualdad, rela-
cionada con el comportamiento temporal del nimero de moles de los solutos en la regién de extrac-
cion, tal que si se cumple asegura que la funcién de enriquecimiento relativo presente una fase
transitoria por exceso respecto de su valor estacionario final. Teniendo en cuenta efectos de difusion
cruzados, se construyen dos modelos matematicos de los procesos de conveccidn-difusion: un
modelo tridimensional y un modelo global unidimensional. Se linealizan las ecuaciones de transpor-
te y se resuelven en el marco de ambos modelos. Cuando los efectos cruzados son débiles, las solu-
ciones de las ecuaciones de transporte de masa se simplifican mediante un procedimiento de pertur-
baciones regulares. A partir de las soluciones de las ecuaciones de ambos modelos matematicos se
investigan las condiciones en las que cabe esperar se verifique la mencionada desigualdad, que
asegura que una extraccion en un instante adecuadamente seleccionado del transitorio mejora el
enriguecimiento relativo respecto de su valor en estado estacionario.

Palabras clave: modelos matematicos, procesos de transporte de masa, enriquecimiento de solu-
ciones, teoria de perturbaciones, efectos de difusion cruzados, sistemas de ecuaciones a derivadas
parciales, andlisis modal.

Abstract:

Mathematical models are used to investigate mass transport processes in a solution of
many components. The solution is in a chamber limited by two semipermeable barriers,
proximal and distal. Through these barriers, a constant flow of solvent is imposed, which
drags the solutes towards the distal barrier and produces diffusive counter flows. An ex-
traction region adjacent to the distal barrier is defined and an inequality is established,
related to the temporal behavior of the number of moles of the solutes in the extraction
region, such that if it is met, it ensures that the relative enrichment function presents a
transient phase with an overshoot relative to its final stationary value. Taking into due
account cross-diffusion effects, two mathematical models of convection-diffusion proces-
ses are constructed: a three-dimensional model and a one-dimensional global model. The
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transport equations are linearized and solved in the framework of both models. The solu-
tions of the mass transport equations are simplified by a procedure of regular perturba-
tions when the cross effects are weak. Based on the solutions of the equations of both
mathematical models, the conditions which ensures that an extraction at an appropriately
selected moment of the transient improves the relative enrichment with respect to its stea-
dy state value are investigated.

Key words: mathematical models, mass transport processes, solution enrichment, pertur-
bation theory, cross diffusion effects, systems of partial differential equations, modal
analysis.

INTRODUCCION

Consideremos un tubo cilindrico de paredes impermeables y supongamos que en su inter-
ior dos barreras semipermeables transversales al eje del tubo delimitan una camara, que
denominaremos camara de enriquecimiento (Figura 1).
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Figura 1 Esquema de una camara de enriquecimiento por conveccion-difusion de longitud | y
seccion transversal circular de area S . En los extremos proximal (situado en X =0) y distal (si-

tuado en X =1) respecto del flujo de solvente se ubican dos barreras semipermeables, atravesadas
por un flujo constante de solvente desde el inicio del proceso.

En dicha camara se encuentra una solucion con méas de un soluto disuelto en un solvente.
A través del sistema se hace atravesar un flujo de volumen constante del mencionado
solvente, que penetra a través de la barrera semipermeable proximal y lo abandona a
través de la barrera semipermeable distal. Asumimos que los solutos no pueden atravesar
las mencionadas barreras.

Supongamos que en el instante inicial la concentracion de los diferentes solutos no varia
de un punto a otro de la cdmara de enriquecimiento: su distribucion espacial es uniforme.
Entonces el arrastre producido por el flujo tiende a aumentar las concentraciones de los
solutos en las adyacencias de la barrera distal a expensas de una deplecion de solutos en
las adyacencias de la barrera proximal.

Los gradientes de concentracion de solutos que se producen en el interior de la cAmara de
enriquecimiento deben provocar a su vez contraflujos dispersivos que se oponen al flujo

Suérez-Antola R. Enriquecimiento de soluciones empleando gradientes de concentracion
y control de I(:)Ls 2ti§mpos derelgjacion



Rev. Soc. cient. Parag. 2017;22(2):127-158

de conveccidn, cada vez con mayor intensidad hasta que, asintdticamente, se establece un
estado estacionario.

En ese estado estacionario, para cada sustancia disuelta el flujo de arrastre por conveccion
y el contraflujo dispersivo se anulan entre si.

En esas circunstancias cabe esperar que, en las proximidades de la barrera distal, una
sustancia con menor coeficiente de dispersion se concentre relativamente mas que otra
con mayor coeficiente de dispersion.

Como consecuencia, en estado estacionario, una extraccion de una porcion de solucion
adyacente a la barrera distal suministraria una solucion enriquecida respecto de los solu-
tos de menor coeficiente de dispersion.

Si en condiciones adecuadas esto efectivamente ocurre asi, permitiria implementar un
proceso de enriquecimiento de soluciones por efecto de los gradientes diferenciales de
concentracion en estado estacionario.

Ahora bien, en igualdad de las deméas condiciones, la velocidad con la que el campo de
concentraciones de un soluto tiende a la distribucion estacionaria correspondiente depen-
de del coeficiente de dispersion de ese soluto y eventualmente de los efectos cruzados
entre el soluto considerado y los demas solutos.

Supongamos que fuera posible controlar los parametros del proceso de modo tal que un
soluto que se concentrara mas en las proximidades de la barrera distal se aproximara mas
rapido a su estado estacionario.

Entonces efectuando una extraccion en la zona adyacente a la barrera distal en un instante
adecuadamente elegido durante la fase transitoria del proceso se podria obtener una solu-
cién aln més enriquecida en este componente que la solucion obtenida en una extraccion
en estado estacionario (Figura 2).
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Figura 2. Cociente de concentraciones de dos solutos (soluto 1 y soluto 2) en un punto situado en
el interior de la cdmara de enriquecimiento, lo bastante préximo a la barrera distal. Se ha represen-

tado una fase transitoria por exceso cuyo valor maximo se alcanza en el instante de tiempo t_ a
partir del inicio del proceso.

Suérez-Antola R. Enriquecimiento de soluciones empleando gradientes de concentracion
y control del ?I? él §mpos derelgjacion



Rev. Soc. cient. Parag. 2017;22(2):127-158

Esto constituiria una modificacion no trivial del proceso original de enriquecimiento de
soluciones, que podria denominarse proceso de enriquecimiento por efecto combinado de
gradientes de concentracion y control de los tiempos de relajacion.

La posibilidad de que un soluto que se concentra més en las proximidades de una barrera
semipermeable pueda aproximarse mas rapido a su estado estacionario se le ocurrio al
presente autor en 1987, mientras revisaba las soluciones de un modelo matematico de un
proceso de transporte de masa que habia hecho en la década de los setenta. Este trabajo,
de indole tedrica, no fue publicado. Se llevé a cabo con la intencién de comprender algu-
nos de los resultados de unos experimentos sobre electrodsmosis en células vegetales
efectuados en 1970 por L. M. Sanchez y el autor.

El desarrollo preliminar de la propuesta de modificar el proceso de enriquecimiento se
hizo en un informe presentado por el autor a la Comisién Nacional de Energia Atémica de

Uruguay (1) y en dos informes de investigacién posteriores, mas detallados y en coautoria
con tres compafieros de trabajo en la Direccidon Nacional de Tecnologia Nuclear del Mi-

nisterio de Industriay Energia de Uruguay (2, 3). En lareferencia (4) (paginas 84 y 85)
se pueden encontrar una breve historia del desarrollo de los trabajos preliminares mencio-
nados y una anécdota relacionada con una repercusion inesperada, en el campo nuclear,
que tuvo la idea.

Tanto en el informe original como en los informes méas detallados que le siguieron, no se
tuvieron en cuenta posibles efectos de difusion cruzados entre el soluto considerado y los
demés solutos.

El presente trabajo posee dos objetivos principales.

Uno de ellos consiste, a partir de la introduccion de una region de extraccion adyacente a
la barrera distal, en establecer una desigualdad, relacionada con el comportamiento tem-
poral del nimero de moles de los solutos en esa region de extraccion, tal que si se cumple
asegura que la funcion de enriquecimiento relativo presente una fase transitoria por exce-
S0 respecto de su valor estacionario final.

El otro objetivo principal consiste en construir modelos matematicos de los procesos de
transporte de masa en la cdmara de enriquecimiento para tener en cuenta los efectos cru-
zados. Esto permitira profundizar el analisis fisicomatematico de las condiciones bajo las
cuales cabe esperar que el proceso modificado conduzca a un incremento en el enrique-
cimiento respecto del que se obtendria trabajando en estado estacionario con la misma
solucion.

En lasreferencias (2, 3), ademés de un abordaje analitico, se emplearon diversas técni-
cas de simulacidn digital para explorar las propiedades de las soluciones de los procesos
de transporte de los solutos en ausencia de acoplamiento difusivo. En el presente articulo
la investigacion de las propiedades de las soluciones de los modelos matematicos se abor-
dara exclusivamente mediante herramientas analiticas, quedando el analisis numérico y
las corridas de simulacién digital para trabajos futuros.

Condicion para que el enriquecimiento relativo presente una fase transitoria por exceso
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Para comenzar, es conveniente definir un pardmetro de enriquecimiento adecuado para
discutir el proceso en la camara de conveccidn-difusion.

Con el propdsito de conectar la discusion que se lleva a cabo en este trabajo con la inves-
tigacion del proceso de enriquecimiento tal como se llevo a cabo en los trabajos corres-

pondientes a las referencias (2, 3) y poder hacer referencia directa a los resultados
obtenidos en los trabajos mencionados, comenzaremos considerando una solucion terna-

. . : s C C
ria con dos solutos cuyas concentraciones (molares) uniformes iniciales son 70ty ~02,

Representemos por Cl(t'r) y CZ(t’r) las concentraciones (molares) de esos mismos
solutos en un instante t (medido a partir del inicio del proceso) en un punto de la cdmara
de vector de posicion I' . Entonces definimos para el instante t y el punto I' la funcion de

enriquecimiento relativo @12 el soluto 1 respecto del soluto 2 asi:

(Cl(t'%l) _ Sy G(tF) @.1)

alz(t,F)z - —
W o G,(t,F)

02

Puesto que C,(0,F)=c¢,, y €,(0,F)=c,, de la definicién (2.1) resulta, en todo punto
de la cémara de enriquecimiento: alZ(O, f) =1 (2.2)
—Cl(t’ ';) sea mayor que —CZ(t' I;) :
¢(0.7) ¢(0.7)

puede decir que en ese punto y en ese instante la solucion se encuentra enriquecida en el
soluto 1 respecto del soluto 2, tomando como referencia la distribucién uniforme inicial.

Siempre que 0 sea siempre que alz(t, F)>1, se

A su vez, cuanto mayor sea b (t’ r ) tanto mayor va a ser el enriquecimiento en el solu-
to 1.

Cuando se alcanza un estado estacionario, la funcion de enriquecimiento en el punto ¥
de la solucién toma el valor correspondiente a las concentraciones estacionarias locales

Ciy (r) y C2w(r) de los solutos 1y 2, respectivamente:

-\ Cp C (T

1z (I‘) =—2. == (__.) (2.3)
COl CZoo (r)

Para un flujo de volumen constante a través de la cAmara, instalado a partir del instante

inicial, b (t' r) comienza siempre tomando el valor 1 y se aproxima asintéticamente a

a, (T a, (F)>1 . o L
12'“’( ) Cuando 12’“’( ) , Se puede decir que en estado estacionario la solucion
en el punto considerado se encuentra enriquecida en el soluto 1 respecto del estado de la

. . o, ()<l
solucion al comienzo del proceso. Si 12*‘”( )
cionario se encuentra enriquecida en el soluto 2.

ocurre lo contrario: en estado esta-
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De la investigacion de las propiedades de las soluciones de un modelo matematico global
unidimensional del proceso de conveccion-difusion (desarrollado en las referencias (1)

(2,3) empleando métodos tanto analiticos como numéricos) se desprende que s €l
punto considerado, de abscisa X (medida sobre el eje de la camara) se encuentra lo sufi-

cientemente proximo a la barrera distal, si el soluto 1 difunde con mayor dificultad que el
soluto 2, y si se desprecian posibles efectos cruzados:

@ a,,.(x)>1

(b) Si ademés los nimeros de Péclet de ambos solutos son mayores que 27 , a, (t, X)
evoluciona desde su valor inicial 1 hasta su valor estacionario final &, ,, (X) presentando
una fase transitoria por exceso respecto del valor final: para un instante intermedio
t=t,la funcion «;, (t,X) pasa por un maximo antes de aproximarse, decreciendo

mondtonamente, a su valor estacionario final. Como consecuencia, para ese instante de
tiempo t,, y en igualdad de las demas condiciones, el enriquecimiento es maximo.

En dltima instancia, para evaluar las posibilidades del proceso hay que disefiar, construir
y operar una unidad piloto, en la cual se debera extraer un cierto volumen de una solucién
de muchos componentes en un instante y en un lugar adecuado.

Representemos mediante R a la regién espacial, fija al laboratorio y ocupada por la
camara de enriquecimiento de esa unidad piloto. Consideremos ahora una region de solu-

cion R, fija respecto del laboratorio (contenida en R') cuyo volumen V(Re) se extrae
en el instante t.
El nimero de moles N, del soluto K presentes en esa region en el momento en el cual se

efectlia la extraccion viene dado por la integral de volumen extendida a la region R, :

n (t:R,)= [, (t.7)-dv 2.4)
RE

El nimero de moles en esa misma region al inicio del proceso viene dado por:
n(0;R.)=[c.(0,7)-dV =c, -V(R,) (2.5)
R

e

Para una solucién de N solutos en un solvente, introduzcamos ahora los cocientes de
concentracion para cada soluto, referidos a la concentracion uniforme inicial:

ai(t,r)Z@ (i=12,..n) 26)

0i

! En un modelo global unidimensional las concentraciones de los solutos se consideran dependien-
tes de la posicion a lo largo de un eje que conecta la barrera proximal con la barrera distal. Pueden
interpretarse como promedios sobre las secciones transversales a este eje.
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n(t;R.) _

nk(O; Re) V(Re)
Entonces es posible definir la siguiente funcién de enriquecimiento relativo de la solucidn
en el soluto K respecto del soluto | en la region de extraccion R.:

t;R,) Io‘k t,F)-dv
a,(t;R,) (( tR? )j IG.” v (2.8)

También en este caso se verifica a,, (0;R,) =1 mlentras que:

Iakm

a, (R )—turﬂoak,t R)=F— J.O_ (2.9)
loo

De (4), (5) y (6) se desprende: . Iak (t, f)- dv (2.7)
Re

La factibilidad de producir circunstancias en las cuales cabe esperar que &, (t; Re) pre-

sente una fase transitoria por exceso, constituye la base de la modificacién propuesta al
proceso de enriquecimiento en una camara de conveccién-difusion.
Para analizar esas circunstancias, comencemos por descomponer el nimero de moles de

un soluto presentes en cada instante en R, de esta forma:

n(t;R,)=n_ (R)+on(t;R)  (i=12..,n) (2.10)
Dadas las condiciones iniciales y la naturaleza del proceso de arrastre por conveccion,
cabe esperar que N (t ; Re) aumente progresivamente desde su valor inicial (2.5) hasta su

valor estacionario final ni,oo(Re)' Entonces on (t; Re)debe ser una funcion negativa y

Ay (t; Re)
akl,oo(Re)

res mayores que 1, entonces &, (t ; Re) presenta una fase transitoria por exceso respecto

mondtona creciente con limite 0 para t — 400,

Si desde un instante de tiempo en adelante el cociente tiende a 1 desde valo-

de su valor estacionario final, alcanzando un valor maximo para algn instante t =t,,

akl(t; Re)

akl,oo(Re)
n(t;R,) > 5”'(t;R9). Pero como o, (t;R,) y &n(t;R,)son funcio-

n.(R) " n.(R)

nes siempre negativas, la tltima desigualdad equivale a la siguiente:

Aplicando la descomposicién (10) a los solutos K y | resulta que >1 siem-

pre que
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on, (t;R,) <|5n,(t;Re]
n.(R)  n.(R)

Si desde un instante de tiempo en adelante se verifica (2.11), el coeficiente de enriqueci-
miento (t ; Re) presentara una fase transitoria por exceso.

Para poder aplicar esta condicion en el marco de una investigacion teorica, es necesario
calcular (2.10) a partir de un modelo matemaético del proceso en la camara de enriqueci-
miento.

(2.11)

CONSTRUCCION DE MODELOSMATEMATICOS DEL PROCESO DE 3
EBBIZ%%EOCSIM I[ENTO QUE TIENEN EN CUENTA LOSEFECTOS DE DIFUSION

M odelo espacial tridimensional

Consideremos una solucién con N+1componentes, N solutos y el solvente. Las concen-
traciones molares de los solutos, en un instante t (medido a partir del inicio del proceso)

en un punto de la cdmara de vector de posicién I, vienen representadas por C; (t, F) para
i=12,...,Nn. Para cada soluto, la conservacién de la masa, en ausencia de reacciones

quimicas, viene dada por [5] [6] gci =—Vel i=12,...,n (3.2)

ot '

En esta ecuacion ji (t, F) representa el campo vectorial de densidad de flujo del soluto
respecto del laboratorio, debida a la combinacion de arrastre por conveccion y difusion y
V @ esél operador divergencia (5, 6).

Para describir la difusion en una solucién de muchos componentes se pueden utilizar tres
sistemas de referencia, segun como se obtenga la velocidad de conveccién: promediando
sobre los moles, promediando sobre la masa o promediando sobre &l volumen (7, 8). Los

valores que se asignan a los coeficientes de difusion dependen del sistema de referencia
adoptado. Se dispone de ecuaciones que permiten el calculo de los coeficientes de difu-
sion respecto de un sistema de referencia en funcion de los coeficientes de difusion res-
pecto aotro sistema (7, 9).

En general las mediciones de los coeficientes de difusion se llevan a cabo referidas a un
sistema fijo a volumen (10, 11). Por esta razén y porque la matriz de coeficientes

de difusion (que se introduce y discute mas adelante) cuando se la refiere al volumen es més
facil de analizar, en el presente trabajo se emplea el sistema fijo al volumen para describir

los flujos de difusion.

Suérez-Antola R. Enriquecimiento de soluciones empleando gradientes de concentracion
y control del oi ginpos derelgacion



Rev. Soc. cient. Parag. 2017;22(2):127-158

La velocidad con la que se produce el arrastre por conveccion de la solucion referida al
volumen se representa por \7(t, f) mientras que la densidad de flujo difusivo del soluto

respecto del movimiento por conveccion viene dada por j;/, (t, F) :

La densidad de flujo respecto del laboratorio debido a la combinacién de arrastre por
conveccion y difusion del soluto resulta entonces:

Ji(t,7)=c(t,7)-V(t,7)+ I}, (t.T) (3.2)
Asumiendo que la camara de enriquecimiento se comporta como un sistema isotérmico e
isobarico en el cual la difusion se debe a los gradientes de concentracion, las densidades

de flujo de los solutos se pueden relacionar con sus concentraciones mediante una genera-
lizacion de la primera ley de Fick, aplicable tanto a soluciones liquidas como a mezclas

geseosss (10, 1, 12, 13, 14, 15):
Jyi(t,F) ZD (c(t,F),....c,(t,F))-Vc,(t,F) (33)

Los coeficientes Dii se suelen denominar coeficientes de difusion principales, mientras

que los coeficientes Di\j/ con 1 # ] se denominan coeficientes de difusion cruzados.

En las paredes de la camara, incluyendo las barreras semipermeables proximal y distal,
los flujos de los solutos deben ser nulos, debido a que esas paredes (se supone) son im-

permeables para los solutos: ji (t, F)o n=0 (i =12,..., n) (3.4)

En esta condicion en la frontera N es un vector unitario (versor) perpendicular al plano
tangente al punto de la frontera considerado®. Las concentraciones iniciales son constan-
tes en todo el interior de la camara:

¢(0,7)=c, (i=12,..,n) (3.5)

Con el fin de poder efectuar un abordaje analitico, en lo que sigue utilizaremos los valores
de los coeficientes de difusion para las concentraciones iniciales de los solutos:

Dy (c,(t,F).....c,(t,F))=Dj (CoprrnsCon)  (i=L2,.,n)  (36)

De esta forma los elementos de la matriz de coeficientes de difusion D = [D,\J/ ]nxn son

constantes. Esta smplificacion ha sido utilizada previamente con buenos resultados
(10, 11).

Asumimos que el fluido es incompresible: Ve \7(t, F) =0 (3.7

El solvente no puede atravesar la pared lateral de la camara, debido a lo cual, si fi es un
versor normal a la cara interna de la pared en el punto considerado, la componente normal
de la velocidad en ese punto debe anularse: \7(t, f)o n=0 (3.8)

Si la solucién moja la pared, la velocidad misma debe anularse alli.

2 En las referencias (16, 17) se discute y justifica este tipo de condiciones de borde para model os
matematicos de procesos de transporte de masa.
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Para hallar el campo de velocidades \7(t, F) se debe establecer una conexion con las

ecuaciones de la mecénica de fluidos. Para establece esa conexion conviene describir la
difusion mediante un sistema de referencia fijo al centro de masas en lugar de un sistema
de referencia fijo al volumen como el utilizado en este trabajo. Pero si se va a resolver el
problema por simulacién digital, empleando un cédigo de célculo, se puede efectuar una
transformacion de sistema de referencia como se mencioné previamente.

A partir de las relaciones (3.1), (3.2), (3.3), (3.6) y (3.7) se obtienen las ecuaciones que
describen la evolucidn de las concentraciones de soluto en la cAmara de enriquecimiento:

%ci(t,F)+\7(t,r) o Ve, (t,T) ZDV Ve, (t,F) (3.9)

Si se supone que \7(’[, F) viene dado de antemano, las ecuaciones de evolucion (3.9)

junto con las condiciones en la frontera (3.4) y las condiciones iniciales (3.5), dan origen
a un modelo matematico en tres dimensiones espaciales, que se puede utilizar para des-
cribir los procesos de transporte de solutos en una cdmara de enriquecimiento, teniendo
en cuenta los efectos de difusion cruzados.

En principio este modelo puede aplicarse a camaras de enriquecimiento arbitrarias (no
necesariamente cilindros) y a flujos de solucién tanto laminares como turbulentos.

En lo que sigue el campo de velocidades de transporte de volumen se asume es estaciona-

rio, correspondiendo a un flujo laminar: \7(‘[ F) = V(F) (3.10)

0
En ese caso: ac (t,F)+v(r)eve,(t,F) ZDV -V, (t r) (3.11)
j=1
No obstante, parece que aun en el caso de una cAmara de enriquecimiento con forma de
cilindro y asumiendo la maxima simetria posible para este caso, el andlisis de la fase

transitoria de la funcion de enriquecimiento (t; Re) a partir de las soluciones analiti-

cas para las ecuaciones (3.11) solo puede llevarse a cabo en forma parcial. Para obtener
informacion més detallada de lo que acontece es necesario-efectuar un abordaje mediante
técnicas de simulacion digital.

Para poder llevar mas lejos el abordaje analitico, como se pretende en el presente articulo,
es necesario simplificar el modelo matematico del proceso de enriquecimiento.

Una simplificacién posible consiste en promediar® los campos (de velocidad V( ) y de

concentraciones de soluto C; (t, r)) sobre las secciones transversales al eje de la camara

de enriquecimiento, que de ahora en adelante se supone tiene la forma de un cilindro. Con
la operacion de promediado aplicada al modelo tridimensional se puede obtener un mode-
lo global unidimensional mucho méas simple para analizar, pero que permite tener en
cuenta los efectos de difusion cruzados.

*En lareferencia (5) se puede hallar un desarrollo exhaustivo de los métodos de promediado apli-
cados al estudio de los procesos de transporte de masa.
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Modelo global unidimensional a partir del modelo tridimensional

Para una camara de enriquecimiento con forma de cilindro de radio a y longitud |, en
condiciones de flujo laminar, la magnitud del campo de velocidades puede representarse

2
mediante la formula bien conocida [6]: v(r) =2 'V'(l_rzj (3.12)
a

En (3.12) la distancia del punto considerado al eje del cilindro se representa por I mien-
tras que V representa la velocidad promedio del flujo de volumen a través de una seccion
transversal al eje de la camara. ElI campo de velocidades locales es independiente de la
posicion X (comprendida entre X =0y X =1) de la seccion transversal respecto del eje
del cilindro.

Si €, es un versor a lo largo del eje y €, es el versor radial correspondiente al punto con-
siderado, las densidades de flujo de soluto se reducen a:

J(trx)_{ctrx ZD trx}e+{—ZD trx)}e

(3.13)
Combinando la conservacién de la masa (3.1) y con las formulas para las densidades de
flujo (3.13), se deduce las ecuaciones para la evolucion de las concentraciones:

2ot ) -Loftr )= zo ( ( 5c,.(t,r,x)]+;;cj(t,r,x)J (3.14)

or

La condicidn en la frontera (3.4) se reduce a ji (t, a, X)o ér =0 sobre la cara curva de
la cAmara.

Teniendo en cuenta (3.13), esto equivale a: Z D t a, x) 0 (3.15)

Como se puede suponer que la matriz de coeﬂuentes de dlfu5|on es invertible [], de

(3.15) resulta para todo t >0 y todo X: aici (t,a, x): 0 (i =1,2,...,n) (3.16)
r

Dado un campo X (t, r, X) (que puede representar concentraciones, velocidad, densidad
de flujo) construimos su promedio sobre una seccion transversal al eje de la cAmara:

X(t,x)= L -LaX(t,r,x)-Zn'r-dr 3.17)

a2

Denominemos (_:i(t,x) , jl(t X) y V a las concentraciones promedio, densidades de

flujo promedio y velocidad de flujo de volumen promedio.

Promediando los flujos a partir de las ecuaciones (3.13), admitiendo que por simetria se
anula el promedio de la componente radial de la densidad de flujo y aplicando la teoria de
Taylor y Aris de la dispersion por difusion molecular en un flujo laminar de solucion
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(16, 18, 9) se obtiene para el promedio J_-(t X) de la componente longitudinal del

flujo: J,(t, x) = G,(t,x)-v — DY, - — a c ZD t,x) (i=12..n) (3.18)
j#i, j=1

El coeficiente principal efectivo de difusion De’ii , generalmente denominado coeficiente

de dispersion, se expresa en términos de parametros en principio conocidos previamente:

2 T2
DY, =D! +2 (i=1,2..,n) (3.19)
Promediando la ecuacion de conservacion de la masa (2.1) se obtiene:
0 0
—G =——J i=12,..,n (3.20)
ot ' ox ( )

A partir de (3.18) y (3.20) se deduce finalmente la ecuacion que describe la evolucion de
los campos de concentraciones promediadas de los solutOS'

6 — — 8 ] 1 —

=5 (t,x)+V-— DYy Dy - (i=12,.,n) (3.21)

600+ 2= 0L Soelt)s 3 o)L ()
Las condiciones en la frontera se reducen ahora a restricciones impuestas sobre las barre-
ras proximal y distal, paratodo t >0:  J;(t,0)=J,(t,1)=0 (i=12...n) (322
Las condiciones iniciales (3.5) se aplican a las concentraciones promediadas:
c(0,x)=c, (i=12...n) (3.23)

Si se supone queV viene dada de antemano, las ecuaciones de evolucién (3.21) junto con
las condiciones en la frontera (3.22) y las condiciones iniciales (3.23) constituyen un
modelo matematico simplificado a una dimension espacial (modelo global unidimensio-
nal) que se puede utilizar para describir en forma resumida los procesos de transporte de

solutos en la camara de enriquecimiento, teniendo en cuenta los efectos de difusion cru-
zados.

Si se asume que los efectos de difusidn cruzada son despreciables, cosa que puede acon-
tecer en una solucion muy diluida, el flujo promediado sobre una seccidn transversal al
eje de la cAmara se reduce a:

J,(t,x)=c,(t,x)-v - DeV,,-aan(t,x) (i=12,.,n) (3.24)

La ecuacién de evoluciéon de la concentracion promediada sobre la misma seccion se
reduce a:

e,ii

%q(t,x)+v.%q(t,x) D). .aaxzzci(t,x) (i=12,..,n) (3.25)

Las ecuaciones desacopladas (3.24) y (3.25) constituyen la base del modelo matematico
estudiado en las referencias (1, 2, 3).
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En esos trabgjos las ecuaciones (3.24) y (3.25) se introdujeron postuldndolas ab initio, sin
deducirlas a partir de un modelo tridimensional del transporte. Por este motivo el coefi-

ciente principal efectivo de difusion De i (coeficiente de dispersion) se introdujo direc-

tamente como un parametro fenomenologico sin relacionarlo con el coeficiente de difu-
sion molecular, ni con el radio de la camara, ni con la velocidad promedio de la solucién.

LA MATRIZ DE COEFICIENTES DE DIFUSION. PROBLEM
Y VECTORES PROPIOS, MODOS NORMALES DE DIFUSIO

SOLUCIONES DE LOSMODELOSMATEMATICOSDEL PR
ENRIQUECIMIENTO

A DE
N BINARIA Y
ROC

Para una solucién de N+1 componentes la matriz de coeficientes de difusion se puede
representar asf: D= [Dij an 4.1)

Esta matriz en general no es simétrica.

Mientras que se dispone de mucha informacion experimental sobre los coeficientes de
difusion en soluciones binarias, la medicion de coeficientes de difusion en soluciones de
mas de dos componentes se ha limitado a soluciones ternarias y cuaternarias, y ain en

estos casos lainformacion originada en experimentos es escasa (11).
Por otra parte, el desarrollo de la teoria no ha sido todo lo detallado que cabria esperar,

teniendo en cuenta la importancia de los efectos de difusion cruzados en procesos indus-
triales y en procesos ambientales (20).

Consideremos el problema de valores y vectores propios para la matriz de coeficientes de
difusion: D-i,=D,-U, 4.2)
Cuando se utiliza un marco de referencia fijo al volumen y se asume que tanto la matriz

L= [Lij ]nxn de coeficientes fenomenolégicos de Onsager (7, 21) como la matriz

H = I:a# :l de las derivadas parciales de los potenciales quimicos respecto de los
on
nxn

nimeros de moles (13, 14) son ambas definidas positivas, los valores propiosD“re-
sultan redlesy positivos (15).

* La matriz simétrica de coeficientes fenomenoldgicos L (que relacionan los flujos termodinamicos

con las fuerzas termodinamicas) es semPre definida positiva (7). No obstante, parece que para
ciertos estados termodlnamlcamente estables de algunas soluciones muy concentradas la matriz

simétrica H puede no ser definida positiva. Entonces algunos de los coeficientes de difusion prin-
cipales D pueden ser negativos (11). Estos casos serén excluidos en estetrabajo Cuando seem-
plea un S|stema de referencia fijo al volumen, D= L S siendo S=P"-H-P con P inverti-

ble. S H es definida positiva, los valores propios de D son realesy positivos (14).
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En lo que sigue supondremos que esos valores propios son distintos dos a dos, de modo
que el conjunto de vectores propios columna {Ul,Uz - Un} es linealmente independien-

te []. Ademas, los vectores propios se toman normalizados: si U/Tl es el vector (fila) tras-
=T =
puesto U, -U, =1.

Introduzcamos ahora un vector columna para cada uno de los solutos:

g =col(0,..,010,..0)=colls;) ,, ~ (i=12..n)

El simbolo J;; representa la delta de Kronecker (0; =1,5; =0si i # j).
La proyeccion de cada uno de los vectores propios sobre cada uno de los vectores corres-
pondientes a los n solutos origina una matriz invertible U de nxn:

U = [eiT ' uy]nxn: [uy,i ]nxn (43)
Consideremos ahora la posibilidad de construir una solucion tentativa (ansatz) para los
campos de concentraciones de los modelos tridimensional y global unidimensional a
partir de ciertos campos auxiliares asociados a los valores propios y a los vectores propios
de la matriz de coeficientes de difusion.
Hay varios antecedentes del empleo de este enfoque en investigaciones de procesos de
difusion molecular en soluciones de muchos componentes, en estado sélido y en liquidos

(10, 11, 12, 14), pero @ parecer este procedimiento no se ha desarrollado para el tipo
de procesos de conveccion-difusion como los que cabe esperar ocurran en la camara de

enriguecimiento. El analisis mediante campos auxiliares para la cAmara de enriquecimien-
to se desarrolla en esta parte (4). Se construyen soluciones analiticas para los dos modelos
presentados en la parte (3): la solucién del modelo tridimensional se construye en la sec-
cion 4.1y la solucion del modelo unidimensional se construye en la seccién 4.2.

Solucién para € modelo tridimensional y condicion paraque € coeficiente de
enriguecimiento relativo presenta una fase transitoria por exceso respecto de su

valor estacionario final

Consideremos entonces una posible solucién tentativa (ansatz) para los campos de con-
centraciones del modelo tridimensional a partir de ciertos campos auxiliares @, (t, F)
asociados a los valores propios Dﬂ y a los vectores propios Uﬂ de la matriz de coeficien-
tes de difusion:

c(t,F)=6" -(Zn:%(t, r).gﬂ} = Zn“%(t, F)'Uﬂ,i (i=12,.,n) (4.4)

p=l p=l
Sustituyendo el ansatz (4.4) en las ecuaciones (3.11) se obtienen las siguientes N ecua-
ciones desacopladas para los campos auxiliares @, (t, F):
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% ,(t.7)+V(F)eVy,(t7)=D, -V, (t,F)  (4=12..n) (4.5)

Cada campo ¢, (t, F) se comporta como lo haria la concentracion de un soluto en una
solucion binaria, con un coeficiente de difusion D# y sometido a un proceso de convec-

cion caracterizado por el campo de velocidades V(F). Tomados colectivamente, estos
campos auxiliares se pueden denominar modos normales de difusion.

De la forma (4.4) asumida para los campos de concentraciones de solutos se desprende
que todos esos campos se expresan como combinaciones lineales de los mismos campos

auxiliares. La diferencia entre un soluto K y otro soluto | aparece en la diferencia que

pueda existir entre las proyecciones €, -0, = U,  las proyecciones g U, =u,,

U

Teniendo en cuenta las ecuaciones (3.2) y (3.3), la densidad de flujo del componente i se
puede expresar como combinacion lineal de campos vectoriales de densidades normales

deflio V,(t,F):  LEF)=3V,(tF)u, =0 (-12..n)  (46)
(=1
En (4.6), por definicidn: ‘

Y, (t.7)=¢,r)V()-D, V4,{tF) («=12.,n) @7
Las restricciones sobre las densidades de flujo (ecuaciones (3.4)) que se imponen en la
frontera OR de la region R equivalen a las siguientes condiciones impuestas sobre las

densidades normales de flujo, para todo punto F perteneciente a OR :
Y,l—l(t’f:).ﬁzo (,U=1,2,,n) (48)

Teniendo en cuenta (4.7), si v, (F)=V(F)efi y ai¢#(t,F):V¢y(t,F)0ﬁ resulta
n

que (4.8) se puede poner asi ¢ﬂ(t, F)-VH(F): D, % ﬂ(t,f) (en OR) (4.9)

La solucion de la ecuacion (4.5) se puede expresar como suma de una solucién estaciona-
ria ¢ﬂyw(r) y un transitorio 5¢H(t, r) que tiende a cero para t — +o0.
La solucion estacionaria verifica la ecuacion:

V(F)eVg,, (F)=D,-V?4, (F) (4.10)
El transitorio verifica la ecuacion:

%5@&, F)+U(F)eVdg,(t,7)=D,-V?5g,tT)  (4.11)
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Separando variables en esta Ultima ecuacion, buscando soluciones de la forma

Tﬂ (t) ¥, (F) se obtienen estas dos nuevas ecuaciones:

%Ty(t): —’ T, (t) (4.11)

—a)fl -z//ﬂ(F)+ V(F)OVW#(F)Z D, -VZW#(F) (en R) (4.12)
A las soluciones de (4.4) se les imponen la restriccion V, ( ) l//#( ) D, -%V/#(F)

sobre la frontera OR. Se obtiene asi un problema de Sturm-Liouville que solo posee

., . 2
solucién para un conjunto numerable de valores de @, que se pueden ordenar como una

. - 2 2 2 T T
sucesion creciente C!)ﬂ’l < a)ﬂyz <...< a)ﬂyp <... conlimiteinfinito (22, 23).

1
Poniendo O, == resulta finalmente la siguiente solucion como suma de una serie
M, P

de funciones: ¢#(t,F)=¢ﬂ]w( )+§¢ (t,7) ﬂw Ze e 1//#p ) (4.13)

Teniendo en cuenta (4.4), los campos de concentraciones de los solutos vienen dados
por:

n

ctF)=Y g, (F)+>e ™y, [F)u, (=12..n) @14
p=1

u=1
En esta expresion el conjunto de tiempos de relajacion Tﬂ p Para cada modo normal

forma una sucesion monotona decreciente cuyo limite es 0:
T >T, > >T, > (£=12,..,n) (4.15)

Asintoticamente: IIm C(t r Z¢Hw u, (i=12..n) (4.16)

Pero como la cantidad de cada soluto en Ia camara de enriquecimiento permanece inva-
riante durante el proceso, se verifican las igualdades:

Ici(t,F)-dV =V(R)-c,  (i=12..n) (4.17)

En particular: IImICtr dV IC dV (i=12,.,n)
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Entonces, de estas Ultimas ecuaciones y de las ecuaciones (4.16) se desprende que las
integrales de volumen de los valores asintoticos de los campos auxiliares J-¢W> (F) dv

verifican el sistema de las ecuaciones:

ZHZU@,DO(F)UVJ-U,M -V(R)-c, (i=12...n) (4.18)

4=1\R

Como la matriz de coeficientes U, ; es invertible, de (4.17) se obtienen las integrales

i
J.¢WO(F)- dV (z=1,2,...,n) en funcién de los valores iniciales de las concentraciones
R

de los solutos en la cAmara de enriquecimiento.

A su vez, de (4.17) y (4.14), teniendo en cuenta (4.18), se deducen las siguientes restric-
ciones sobre las funciones v/, , (F):

[v,,(F)-dv=0  (u=12..n) (p=12.) (4.19)

En las formulas (4.14) el tiempo de relajacion dominante Tﬂyl para cada modo normal

determina el comportamiento asintético de las concentraciones. Entonces, teniendo en
cuenta (4.16), se tiene la siguiente aproximacidn asint6tica para las concentraciones:
t

¢tF)~c, (F)+Yde "y, (F)b-u,  (=L2..n) (@20
u=1

A partir de las ecuaciones (4.20) y (2.10) se pueden estimar las evoluciones temporales de
los nimeros de moles de los solutos en la region de extraccion:

n(t;R.)=n_(R)+on(t;R,)  (i=12...,n)
Los numeros de moles en estado estacionario se pueden calcular integrando los campos

estacionarios sobre la region de extraccion: nim(Re )= ICi,w(F)‘ dv (4.21)

Re
El comportamiento asintotico de los transitorios se puede estimar mediante las férmulas:

t
n —

. T 1, r H

on(tiR)=Y3e M [y, (F)-aV -u,, (i=12..n) (422
u=1 Re

A partir de las formulas (4.21) y (4.22) se puede reescribir asi la desigualdad (2.11):
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t t

Z e_ﬁj‘l//y,l(r)dv 'uy,k Z e_ijy/y,l(r)dv .uy,l
Re Re

w1 u=1
nk,oo(Re) nl,oo(Re)

Si desde un instante de tiempo en adelante se verifica la desigualdad (4.23), el coeficiente

de enriquecimiento relativo ¢ (t ; Re) presenta una fase transitoria por exceso respecto

_ nk,oo(Re)

LR

(2): atn en presencia de efectos de difusion cruzados el enriquecimiento relativo pasaria
por un maximo durante el transitorio entre el estado inicial y el estado estacionario final.

(4.23)

<

de su valor estacionario o, w(Re) , como se mostro al final de la seccion

Solucion para el modelo global unidimensional

Consideremos nuevamente la posibilidad de construir una solucidn tentativa (ansatz) para
los campos de concentraciones, ahora para el modelo global unidimensional, a partir de

campos auxiliares ?, (t, X) asociados a los valores propios Dy y a los vectores propios

Uﬂ de la matriz de coeficientes de difusion:

¢t x)=¢" .@%(t,x).uy]=g¢#(t,x).u#,i (i=12..0) (424

Sustituyendo el ansatz (4.21) en las ecuaciones (3.18) se obtienen las siguientes N ecua-
ciones desacopladas para los campos auxiliares ?, (t, X) :
2

0 _ 0 0
a(ﬁy(’[,X)—i—V-&(oy(t,X): D"'W(p"(t’x) (£=12,.,n) (4.25)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (3.18), la densidad escalar de flujo J_I (t, X) del com-
ponente i se puede expresar como combinacion lineal de campos escalares de densidades

normales de flujo Y ,(t,x) = ¢, (t, x)- V- D, -%q)ﬂ(t, X):

ji(t,x)zzn:Yy(t,x)-um =0 (i=12,..,n) (4.26)

u=1
Las condiciones de borde en las barreras proximal (X =0) y distal (X =1) se replantean
como condiciones de frontera para los flujos auxiliares: Yﬂ (t,O) = Y# (t, I): 0 @4.27)
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Introduzcamos las variables sin dimensiones, espacial & y temporal 7, mediante las

I
relaciones X=1-& y t=[— -7, junto con el nimero de Péclet correspondiente a
Vv

cada modo normal de difusion: Pe vl (y 12,. ) (4.28)
D

y
H

Entonces las ecuaciones (4.22) y las condiciones en la frontera se pueden reescribir res-
pectivamente asi:

0 0 1 0°
8_¢”(T§) 85 (:5): Pe, 8X2¢”(T§) (y=1,2,...,n) (4.29)

d
Pe, o, (Z‘,O) = @ ?, (T,O) Pe, o, (Z',l) df ——~ P (z’ 1) (4.30)

La solucién de la ecuacion (4.29) se puede expresar como suma de una solucion estacio-
naria (oﬂyw(X) y un transitorio 5(0/1(t, X) que tiende a cero para t — +00 .

Los campos de concentraciones de los solutos, de acuerdo con (4.21) se pueden expresar
asi:

n n
Ci(t’x): Ci,w(x)+25¢y(t’x).uy,i (431) CI,OO(X)ZZ (D,u,oo(x).uy,i (432)
u=1 u=1
g 0 _ 0 -
De la ley de conservacion de la masa aci = —&Ji se deprende que en estado esta-

cionario el flujo J, debe ser constante, independiente de la posicién sobre el eje de la
camara. Como se anula en los extremos, debe ser nulo en todas partes. Entonces las solu-
ciones estacionarias (/)Mo(g5 ) para los campos auxiliares deben verificar las ecuaciones:

Pe,u .w,u,oo(g) d§ w,u oo(é) (:u =1’2""’n) (433)
Las soluciones estacionarias correspondientes a las ecuaciones (4.33) son:
0,.:(£)=0,.(0)-exp|Pe, -£] (4.39)

Para una camara cilindrica de longitud | las soluciones estacionarias C w(x) (promedia-

das sobre las secciones transversales al eje) se relacionas con las concentraciones iniciales
[

a través de las formulas jﬁlw(x) dx=1-c, Sustituyendo (4.32) en esta Gltima
0
férmula, y teniendo en cuenta (4.34) se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales

para determinar los valores de ¢, ,(0) (#=12,...,n):
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ii(epe“ —1)-uﬂi 9,.0)=1-c,;, (i=12..n) (4.35)
w1 Pe, ' ’ ’
Por su parte el transitorio 5(pﬂ (r,f) verifica la ecuacion:
0 0 1 0
—0 : —0 $)=———50 , 4.36

Separando variables y buscando soluciones de la forma T, (T) X, (é‘) se obtienen dos
: L d 2
relaciones. Para la funcion del tiempo resulta d_T”(T) =-w, -Tﬂ(r) (4.37)
T

-, 2
Su solucidn, a menos de una constante, es Ty (r) = eXp[— @, - r] (4.38)

Para la funcidn de la coordenada espacial se obtiene la ecuacion:

0 0°
Pe, -’ X ,(£)+Pe, - 52 Xﬂ(§)=a—§2x,,(§) (0<é&<1l) (439
Las condiciones en la frontera (4.30) se reducen a las siguientes restricciones impuestas
d d
sobre X ,(£): Pe,- x#(o):Ex#(o) Pe, - Xy(l)z—g X, (1) @40

Si las soluciones de (4.39) deben verificar (4.40), los Unicos valores admisibles para a)f,
2 2 2
son los que forman la sucesion creciente: {a)2 } _|Pe,+a-n"-z° (4.41)
M n=1,2,...
4.Pe
H =1,2,...
Teniendo esto Ultimo en cuenta, se obtiene la sucesion de soluciones:

Xﬂ'n(gf):exp[%} senfn-z-&+6 M] tglo, , zge'” (4.42)

"
Combinando (4.38) con (4.42), teniendo en cuenta (4.41) y agregando una constante mul-

tiplicativa B a cada término, el transitorio 5(pﬂ(r,§)en el modo normal se puede

u.n
expresar como suma de una serie de funciones:

Pef, +4-n% .72 b
- T L
"
5, (r.£)=>.B,, e e -sen[n-z-§+0#,n] (4.43)
n=1
Las constantes B n S€ calculan a partir de la serie correspondiente al instante 7 =0

Pe,-&
2 sen[n m-E+0 ‘n]

50,(0.6)=0,00.8)-p,.(6)=3B, ¢ 2

n=1
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Los valores iniciales de los campos auxiliares ¢, (O, §) se determinan a partir del siste-

ma de ecuaciones lineales que se obtiene de (4.24) poniendo t =0 e introduciendo la
. L . X — s _
variable sin dimensiones & = I—: G (0,5) = zlgpﬂ(o,g). u,; =G, (4.44)
=

Se deducen finalmente las siguientes expresiones para las constantes:

1 Pe,-&
B,,=2" j 5¢,(0,&)e 2 -sen[n-n-(lﬁj+0ﬂ’n]d§ (4.45)
0

Entonces, de (4.24), (4.32) y (4.43), teniendo en cuenta las relaciones x=1-& vy

t:[').,, resulta que cada uno de los campos de concentraciones promediadas viene

v
dado por la siguiente formula:

n

c(tx)=> ¢”‘m(x)+igﬂvn.e[m]_eZ"{Tj.sen{n.”.(:‘}gw} u,, (446)

pu=1 n=1

Los tiempos de relajacién de los modos normales vienen dados, para cada modo, por las
sucesiones monagtonas decrecientes a medida que N aumenta:

)., = ('_) 4-Pe, (@.a7)
HNIn=12, ... v Pefl + 4. n2 . 7[2

n=12,...
Las formulas (4.46) corresponden, para el modelo global unidimensional, a las formulas
(4.14) del modelo tridimensional. Pero ahora se disponen de férmulas analiticas para

calcular los tiempos de relajacién en funcién del indice n y del nimero de Péclet Pe#

correspondiente a cada modo normal. Examinando el comportamiento de T , | en funcién

de Pe# , para N fijo, resulta que si incrementamos el nimero de Péclet desde cero, los
tiempos de relajacion aumentan, alcanzan un valor maximo y luego disminuyen mongéto-
namente tendiendo a cero cuando el nimero de Péclet tiende a infinito.

Asintéticamente se verifica la expresion analoga a la (4.20) del modelo tridimensional:
" [;] Po(x) y
_ — Tt
T (t,x)~G,,(x)+ Z; B,,-e " .e?! 'Sen|:7l"[Tj+ 6?#,1} ‘U, (4.48)
=

Si S representa el area de una seccion transversal de la camara y si ubicamos la seccion

de extraccion en | — & <X <1, obtenemos unas formulas para el modelo global unidi-
mensional que corresponde a las formulas (4.22) del modelo tridimensional:
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n _ t | Pe}, X
Sn(t;R,)~S-> 1B, e " J' e? ('j-sen[ﬁ-(ﬂ+9ﬂi]dx U, (449
pu=1

-6

A partir de las férmulas (4.49) se puede reescribir la desigualdad (2.11) para el modelo
global unidimensional en forma analoga a como se hizo en el caso del modelo tridimen-
sional con la desigualdad (4.23). Al igual que antes, si desde un instante de tiempo en

adelante se verifica la desigualdad, el coeficiente de enriquecimiento relativo ¢, (t; Re)

presenta una fase transitoria por exceso respecto de su valor estacionario

N (R
akl,oo(Re): % - en presencia de efectos de difusion cruzados el enriquecimiento
l,00 e

relativo pasa por un maximo durante el transitorio entre el estado inicial y el estado esta-
cionario final.

SOLUCION APROXIMADA DEL PROBLEMA DE VALORESY VECTORES
PROPIOSMEDIANTE LA TEORIA DE PERTURBACIONES REGULARES.

APLICACION A LAS SOLUCIONES DE LOSMODELOSMATEMATICOS DEL
PROCESO DE ENRIQUECIMIENTO

AUn en el caso del modelo global unidimensional, los resultados relacionados con la des-
igualdad (2.11) resultan dificiles de analizar.
Tanto los nimeros de moles presentes en la region de extraccidn en estado estacionario

n w(Re), como la variacion en los ndmeros de moles respecto del estado estacionario

on, (’[, Re), involucran combinaciones de aportes de los mismos modos normales. Estas
combinaciones difieren de un soluto a otro solamente en las diferencias que pueden existir
entre un soluto y otro en las proyecciones €, U, =u,, (1£=1,2,...,n) de los vectores

propios Uﬂ de la matriz de coeficientes de difusion sobre el versor €, caracteristico de
cada soluto. Estas proyecciones son las i-simas componentes de esos vectores propios

u,.

Para poder avanzar en el anlisis se pueden tomar dos caminos.

Uno de esos caminos consiste en centrar el andlisis en casos concretos, considerando
soluciones ternarias o cuaternarias ya investigadas experimentalmente y cuyas matrices
de coeficientes de difusion han sido determinadas para distintos estados de referencia.
Aplicando métodos numéricos se pueden hallar los valores y vectores propios de las ma-
trices de difusion (o de dispersion, en el caso del modelo global unidimensional) y luego
se puede simular el comportamiento de los campos auxiliares a partir de las soluciones
analiticas halladas en la parte (4), de forma andloga ala empleada en lareferencia (2) para
simular el comportamiento de las concentraciones en el caso particular en el cual los
efectos de difusion cruzados son despreciables.
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El otro camino consiste en introducir alguna simplificacion de caracter mas o menos ge-
neral y continuar la investigacion analitica sobre la base de los resultados obtenidos pre-
viamente en el presente trabajo.

Este segundo camino es el que seguiremos en lo que resta del articulo.

En soluciones liquidas y en mezclas de gases diluidos los coeficientes de difusion princi-
pales suelen presentar valores un orden de magnitud mayor que el de los valores de los

coeficientes cruzados, aun en soluciones concentradas (9, 10, 11).
Asumiendo la mencionada diferencia en 6rdenes de magnitud, descompondremos la ma-
triz de coeficientes de difusion en la suma de una matriz diagonal que presenta en su

diagonal principal los coeficientes de difusién principales D;; (i =1,2,...,n) (siendo el
resto de sus elementos iguales a cero) y una matriz de perturbacion formada por los coefi-
cientes de difusion cruzados: D=D,+¢-D, (5.1)
Entonces: ISO = [5” . Dij wn (5.2) &- [31 = [(1—5ij ) Dij (5.3)

Los coeficientes cruzados se escriben D;; = &- D, ; donde € es un nimero positivo de

nxn

orden de magnitud inferior a la unidad y los coeficientes D, ;; son en, valor absoluto, del

orden de la unidad o inferior. Como siempre, o; es la delta de Kronecker.

A partir de una descomposicién como la (5.1) es posible aplicar la teoria de perturbacio-
nes regulares para determinar aproximaciones a los valores y vectores propios de un ope-

rador (23, 24). ) _ _ )
Para ello desarrollamos los vectores propios y los valores propios de la matriz de coefi-

cientes de difusion hasta el primer ordenen & :
U,=U,,+eU,+0,(s) (G4 D,=D,+&-D,+0,(c) (65
Aqui 0, (6‘) es un infinitésimo respecto de &, al igual que la norma del vectorﬁﬂ(g).

Introduciendo (5.4) y (5.5) en |5 . Uﬂ = D# -Uﬂ, igualando coeficientes hasta el primer

orden en & se obtienen dos ecuaciones: Dy-U,,=D,,-U, (5.6)

(By-Dyo-1)-G, =(Dy-1-D,)0,, (57)
En las ecuaciones (5.6) y (5.7) se representa por | a la matriz unidad.

Como D, es una matriz diagonal, sus valores propios coinciden con los elementos que

ocupan la diagonal principal®: D,=D,, (u=12..n) (5.8)

® No obstante, esto puede no ocurrir en el caso de mezclas de gases alejadas de las condiciones de
idealidad (9, 11).
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Sus vectores propios normalizados coinciden con los vectores columna caracteristicos de
cada componente de la solucion: U,=¢€,= C0|(5iﬂ)i=1'2 _____ ] (5.9)

Consideremos ahora el problema de valores y vectores propios para la matriz DT tras-
puesta [].

Engeneral D D' . Entonces D y D' poseen los mismos valores propios D, perono
necesariamente los mismos vectores propios: D' -\TVH = Dﬂ -Vﬂvﬂ (5.10)
Los vectores propios de DT también forman un conjunto {VT/l,\Tvz,...,\Tvn} linealmente

independiente, que junto con el conjunto {GI,UZ,...,GH} de vectores propios de D se
pueden normalizar de modo tal que [I: W, -0, =6,, (4,0=12..,n) (5.11)
A su vez la matriz traspuesta se puede descomponer de la siguiente forma:

D' =D, +&-D, (5.12)
En (5.12) DOT = D, mientras que ISlT es la matriz traspuesta de la matriz 51.
Introduciendo W, =W o +¢&-W,, +6ﬂ(5) y D,=D,+é&-D,+ oﬂ(g) se obtie-

~1 =~

w0 (pues Dy =Dy) (5.13)

De (5.13) y de (5.9) se desprende: W,, =€, (5.14)

ne, al primer orden en & : W =0

Ademas, de (5.11) y de los desarrollos en potencias de &: \TVLO U,0=0,, (5.15)

A= (D,ul' I - ISlT)' u (5.16)

Por su parte W, verifica: (DO —D,- 1l ) W 40

y

Multiplicando ambos miembros de (5.7) por el vector fila VTIﬂ OT , teniendo en cuenta que

\TvﬂoT - |50 =D, ~VT/ﬂOT y laigualdad (5.15), resulta D, = W,T,o . |51 U (5.17)

u0

De (5.14) y (5.3) se desprende que: D, = é; -€,=0 (£=12,.,n) (5.18)

.D,
: _ T D.i - _
Entonces: D, =D, +&-W,,-D,-U,,=D,=D,, (£=12..n) (519
Por tanto, al primer orden en & resulta que Dﬂ = sz: cada coeficiente de difusion

caracteristico de un modo normal resulta igual a uno de los coeficientes de difusion prin-
cipales de los solutos.

° Como se dijo antes, supondremos que |os coeficientes de difusion principales son distintos dos a
dos, a igual que los valores propios de lamatriz de coeficientes de difusion. Para & lo suficiente-
mente pequefio, la validez de la segunda afirmacién se desprende de lavalidez de la primera.
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Al primer orden en & |ateoria de perturbaciones regulares (24) suministra las siguientes
o WcTro ‘D, -0

expresiones para U, : U,=- Z L N (5.20)
o=lo#u Do’O - D,uO
Teniendo en cuenta (5.3), (5.14) y (5.19), la formula (5.20) se puede reescribir asi:
n &'.D, -8 n
u, =6, —¢- < £ .g =€, -€ (5.21)
oo Z D _-D % Z D D ’

o=l0#u “oo p o=1l,0#u

Para vﬁ\lﬂ1 la teoria de perturbaciones regulares junto con los resultados obtenidos previa-

mente sobre los valores y los vectores propios de D":

" G,-D W n D
5'\7\71:— Z a0 1 /IO_WOZ_ Z uo é (522)
u o o
o=l,0#u Do'o - Dyo o=l,0#u Dgg - Dﬂ#
n
Al primer ordenen & W, =€, - z — .8 (5.23)
o=1,0%u Do'o' - Dyy

Para aplicar los resultados obtenidos a las soluciones de los modelos matematicos tridi-
mensional y global unidimensional es conveniente introducir un vector columna (vector
n-dimensional de concentraciones) cuyos elementos son los campos de concentraciones
de los solutos. Para el modelo tridimensional se tiene:

c(t,F)=col(c,(t,F).c,(t,F)....c,(t,F))  (5.24)
Para el modelo unidimensional: (::(t, X) = COI((Tl(t, X), C, (t, X),..., C, (t, X)) (5.25)
Las concentraciones de los solutos se obtienen proyectando los vectores de concentracion:
¢(t,r)=¢"-ct,F) (i=12..n) (5.26)
c(t,x)=¢€"-ct,x) (i=12..,n) (527)
Los vectores de concentracion (5.24) y (5.25) se pueden escribir como combinacion lineal

de los vectores propios de la matriz D utilizando los campos auxiliares como coeficien-
tes:

C(t,F)=>¢,(t,7)-U, (5.28) c(t,x)=Y¢,(t,x)-0, (5.29)
=1 #=l

A partir de (5.28) y (5.29), teniendo en cuenta (5.11) se obtienen los campos auxiliares
proyectando sobre los vectores propios de DT

— — — - T =

ct,F)=¢,(t,F) (5.30) W' -Ct,x)=p,(t,x) (531)
Estas Gltimas formulas permiten hallar los valores iniciales de los campos auxiliares a

partir del valor inicial del vector de concentraciones, cuyas componentes son las concen-
traciones iniciales de los solutos, iguales en todos los puntos de la cdmara.
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Las soluciones tentativas (4.4) y (4.24) se obtienen combinando (5.26) con (5.28) y (5.27)
con (5.29) respectivamente:

n
¢ (t,F)=¢" -c(t.F)=>¢,(t7) (€ -0,) (5.32)
u=1
n
6 (t,7)=8" St )= p,tx)-E -q,) (5.33)
u=1
Pero de la aproximacioén (5.21) a Uﬂ al primer orden en & se desprende que éiT -U'ﬂ es
. .o .o . . Di,u,l
igual a1si I = g ysi I # 1 esde orden de magnitud &, igual a & - ————, donde
i~ “un
& Diy,l = Di,u

Entonces las concentraciones de los solutos para el modelo tridimensional y para el mode-
lo global unidimensional, al primer orden en & vienen dadas, respectivamente, por:

n D.
c(t.i)zgtr)re Y g,{7)—"2— (5.34)
p#l, u=1 Dii - D,u,u
n D.
Ctx)zotx)+e Do, tx) —4— (5.35)
i, u=1 De,ii - DE,/I/I

Estos resultados sugieren, para ambos modelos, que el comportamiento temporal y espa-
cial de los campos C; (t, F) oC (t, X) es dominado por los campos auxiliares ¢i(t, F) 0

o, (t, X) respectivamente. El aporte del resto de los campos auxiliares aparece como una
perturbacion.

En (5.35) se explicitaron los coeficientes de difusion efectivos o coeficientes de disper-
sion, que en el caso de un flujo laminar se relacionan con los coeficientes principales de
difusién molecular a través de la formula (3.19). En (5.34) aparecen directamente los
coeficientes principales de difusion molecular.

El nimero de moles N, (t; Re) del soluto i-ésimo calculados a partir de (5.32) y el nime-
ro de moles de ese mismo soluto nk(t; |5) calculados a partir de (5.33) vienen dados,
respectivamente por (por definicion | representa el intervalo 0 < x <1):

[et.7)-dv = [4(t,7)-dv +2- Z [8,t7)-dv D (5.36)

i, p=1 . Dii _Dyy

e e
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Di,
_[(tr)dV S- Igo,tx )-dx +&- z J'goﬂtx )-dx ﬁ (5.37)

Is p#, p=l ls ii uu

(Aqui S es el area de una seccion transversal de la camara de enriquecimiento.)

Las férmulas obtenidas sugieren nuevamente que el campo auxiliar cuyo indice corres-
ponde al soluto considerado juega un rol dominante en la cinética del nimero de moles
presentes en cada instante en la region de extraccién, tanto en el caso del modelo tridi-
mensional como en el caso del modelo global unidimensional.

A partir de (5.34) y (5.35) las soluciones (4.14) y (4.46) que describen la evolucién tem-
poral y espacial de las concentraciones de los solutos en la camara de enriquecimiento se
pueden expresar en forma aproximada pero mas detallada, como sigue:

CtF)=| 4. (7)+ e ™y, (F) |+
" (5.38)
IS ST PSR e
el p=l DII - D,uy l' p= :
¢(t,x)=| o, (&) iB,n e [T}e%m sen{ (Xj+0ﬂn} +
= ' (5.39)

& i D Diyl,:; ' (oy,w(éz)‘f'iBy,n 'ei[ﬁ] eTﬂ(ll] -Sen |:n'ﬂ'~[)l()+0,u,ni|

p =l Yeii T Me i n=1

Ahora consideremos los tiempos de relajacion Ty b ordenados en forma decreciente:

T.>T,,>T, 2> (u=12..n) (5.40)
A partir de (5. 38) se deduce, asintéticamente para t — +o0
t
D.
on, Jze ™ lel )-dV +¢- z e ""-(J'l//ﬂlf dV]-*’1 (5.41)

p L, u=l Dii - D,u,u

R /M/llD D

ni'w(Re):jqﬁ,'w(F)-dV s [ Z P j% () J (5.42)

e
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Reescribamos ahora la condicion (2.11): si desde un instante de tiempo en adelante
on, (t;R,) 3 ony(t;R, )

n.(R)  n.(R)

presenta una fase transitoria por exceso. Asumiendo la dominancia del primer término
del miembro de la izquierda de la ecuacion (5.41), de la desigualdad (2.11) se desprende
esta otra, que debe verificarse desde un instante en adelante para que la fase transitoria
por exceso se produzca:

L N \Re ) [ v, ,(F)-dV
ek R sl

entonces la funcion de enriquecimiento relativo o, (t, Re)

Tea Tia

(5.43)
Mo (R.)- JWk,l(F)' dv

R

e

Si T, , es menor que T, , la desigualdad (5.43) necesariamente se debera cumplir desde el

g1
instante a partir del cual la exponencial decreciente € [T“ T”] se hace inferior al
miembro de la derecha de la desigualdad. Este miembro no es nulo, puesto que el nume-
rador es el producto del nimero de moles del soluto k en la region de extraccion, en esta-
do estacionario por el valor absoluto de la integral _[1//, ,1(F)' dV que no se anula.
R
Una desigualdad analoga se obtiene para el modelo global unidimensional, expresada

|5nk(t;I5]<|5n|(t;I5)|

n (1) (1)

ahora con referencia la region de extraccion | :

De esta Ultima desigualdad se desprende esta otra:

11 nk,oo('&)' |,1(X)'dV
i M

Tka Tia

(5.44)

nl,oo(lﬁ)' V[(Dkyl(X)' dv

Nuevamente, si T, , es menor que T,, la Gltima desigualdad necesariamente se deber

[ o ]
e K
. . . . . T T

cumplir desde el instante a partir del cual la exponencial decreciente € * “* "/ se hace

inferior al miembro de la derecha.
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De (4.41) se obtiene la siguiente expresion para el tiempo de relajacion dominante del i-
- . | 4. Pe,
ésimo campo auxiliar: T,=|-|=——F— (5.44)

’ Pe  +4-x
Unaférmulaigual aésta se estudi6 en las referencias (1, 2), deducida paralos tiempos
de relajaciéon dominantes de los solutos en ausencia de efectos cruzados. Cuando
Pe, > 27 el soluto cuyo campo auxiliar dominante posee un mayor nimero de Péclet

posee un menor tiempo de relajacion.
A su vez, el nimero de moles del soluto i-ésimo, en estado estacionario y en la regién de

extraccion viene dado por (aqui S es el 4rea de una seccion transversal de la cdmara):

N, _[(0.00 )-dx+&- i '”1 I(D#w dx (5.45)
Sy g

p#, u=1 D e

Los valores asintéticos de los campos auxiliares vienen dados por la formula (4.34), de
modo que las integrales de esos campos sobre la region de extraccién vienen dadas por:

fcom )-dx=1-¢,(0)- ex[;[el:f“].(l—exp[—Pea.()l(]D (6=12..n)  (5.46)

Las integrales (5.46) son funciones crecientes del nimero de Péclet en el intervalo

Pe_ >0, que incluye a su vez al intervalo para el cual los tiempos de relajacion dismi-

nuyen cuando ese nimero crece.

Ahora bien, por definicion (ver (4.28)), Pe, = LI Hasta el primer orden en ¢ tenemos
o

que D, =D, . Ahora, un soluto que posee un coeficiente de dispersion (coeficiente
principal efectivo de difusion) De’M menor que todos los demas, posee un valor de

Pe_ que es mayor que el de los demas solutos.

Si en (5.45) la suma de aportes de primer orden en ¢ resulte dominada por el término de
orden cero, cabe esperar que el soluto que posee un mayor nimero de Péclet se concentre
mas, en estado estacionario, en la regidn de extraccion.

Para nimeros de Péclet mayores que 27 cabe esperar que este soluto no solamente se
concentre mas en | 5 sino que a la vez se aproxime mas rapido a su distribucion estacio-

naria, en comparacion con los demas solutos. Este resultado justifica la idea de hacer una
extraccion antes de que la distribucion de los solutos en la camara alcance su valor esta-
cionario.
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CONCLUSIONES

(a) La condicién (2.11) es una condici6n necesaria y suficiente para que el enrique-
cimiento relativo o (t, Re) de la solucion en el componente K respecto del

componente | pase por un valor méaximo antes de aproximarse a su valor asinto-
tico w(Re).

(b) En términos de las soluciones de las ecuaciones linealizadas de transporte de ma-
sa en el marco del modelo tridimensional, la condicidn (2.11) se reduce a la des-
igualdad (4.23). Una desigualdad anéaloga se puede deducir para las ecuaciones
de transporte de masa linealizadas del modelo global unidimensional.

(c) En ambos modelos cada campo de concentraciones de un soluto se expresa como
combinacion lineal del mismo ndmero de campos auxiliares, denominados mo-
dos normales de conveccion-difusion, difiriendo un soluto de otro solamente en
los coeficientes que se utilizan para formar la combinacidn lineal.

(d) Cuando los efectos de difusion cruzados son lo bastante débiles, a cada soluto se
le puede hacer corresponder un campo auxiliar que cumple un rol dominante,
frente a los demas campos, en cuanto a determinar la cinética de ese soluto en la
region de extraccion.

() En este caso la desigualdad (2.11) se puede reducir a las desigualdades (5.43) pa-
ra el modelo tridimensional y (5.44) para el modelo global unidimensional. En
esas desigualdades aparecen el tiempo de relajacion dominante del cada campo
auxiliar correspondiente al soluto considerado.

(f) Cuando los efectos de difusién cruzados son lo bastante débiles y para nimeros
de Péclet mayores que 277 cabe esperar que el soluto cuyo ndmero de Péclet es
mayor, no solamente se concentre mas en la region de extraccion, sino que a la
vez se aproxime mas rapido a su distribucion estacionaria, en comparacién con
los demés solutos.

(g) De laférmula Pe = v se desprende que, en principio, es posible aumentar el

e,ii
producto V -1 hasta que los niimeros de Péclet de todos los solutos sean mayores
que 277 . Como D, ;i depende de V (férmula (3.19)), para aumentar V| man-

teniendo constantes los coeficientes de dispersion se deberia aumentar la longi-
tud de la camara de enriquecimiento.

(h) Los resultados obtenidos, si bien no justifican un posible interés industrial de la
idea de hacer una extraccion antes de que la distribucion de los solutos en la
camara alcance su valor estacionario, sugieren la posibilidad de un hecho que
por si mismo tiene interés cientifico: la aparicion de las fases transitorias por ex-
ceso previas al estado estacionario.

En relacion con los resultados obtenidos surgen algunas interrogantes:
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¢Si t=t,, es el instante en el cual ¢, (t; Re) alcanza su valor maximo, cuanto vale el

cociente %« (tM(J Ra) gue da una medida del incremento en la eficiencia del nuevo proceso
A Re

de enriquecimiento respecto del proceso original?

¢ Es posible seleccionar los pardmetros del sistema de forma de obtener una fase transito-
ria de amplitud y de duracion adecuadas para efectuar la correspondiente extraccién con
el maximo de eficacia en el enriquecimiento?

Para obtener respuestas a estas preguntas se necesita un analisis mas detallado, como el
que se puede realizar efectuando corridas de simulacidn digital.

En casos en los cuales los efectos cruzados en la difusion pueden ser despreciados y los
procesos de transporte se describen mediante un modelo unidimensional, los resultados de

lasimulacién digital presentados en las referencias (2, 3) para niUmeros de Péclet ma-
yores que 277 muestran fases transitorias por exceso antes de alcanzar el estado estacio-
nario. No obstante, la magnitud de los sobrepasos sugiere que la idea de hacer una extrac-
cion antes de que la distribucion de los solutos en la camara alcance su valor estacionario
no redundaria en una mejora significativa respecto del proceso de enriquecimiento en
estado estacionario.
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